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 Dualidade – obtenção de minorantes! 

 O valor de qualquer SA dual  é um minorante para o valor ótimo do PLI 

(de minimização) 

32 
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Teor.: Dualidade Fraca:     U,X,z)(w  uxxu

Teor.: Dualidade Forte:  

 dado um par de problemas duais, se um tem SO, então o outro 
 também tem e os valores óptimos dos dois problemas coincidem    

OTIMIZAÇÃO INTEIRA 

Relaxações      
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 Retome-se o PLI 

Xx

 Define-se a função Dual Lagrangeana como sendo: 
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PLI(u):   𝑧 𝑢 = Min
𝑥∈𝑋

𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑢 0 − 𝑥1 + 𝑥2 = 

= Min
𝑥∈𝑋

𝑥1 1 − 𝑢 + 𝑥2 −2 + 𝑢  
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OTIMIZAÇÃO INTEIRA   

Exemplo  
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Exemplo    

Min
𝑥∈𝑋

𝑥1 1 − 𝑢 + 𝑥2 −2 + 𝑢  

𝑋 =  

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 5
𝑥1             ≤ 3

𝑥1, 𝑥2 ∈ ℤ0
+

 

𝑢 ≤ 1 𝐱 = 0,2   . . . 

𝑧 𝑢 = 𝑥1 1 − 𝑢 + 𝑥2 −2 + 𝑢 = 

= 0 1 − 𝑢 + 2 −2 + 𝑢 = 
= 2𝑢 − 4 

𝑢 ≥ 2 𝐱 = 3,0   . . . 

𝑧 𝑢 = 𝑥1 1 − 𝑢 + 𝑥2 −2 + 𝑢 = 

= 3 1 − 𝑢 + 0 −2 + 𝑢 = 
= 3 − 3𝑢 

1 ≤ 𝑢 ≤ 2  . . . 
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Exemplo    
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 Função Dual Lagrangeana 
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 Função Dual Lagrangeana 

u = 4/3 
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**

O Dual Lagrangeano é um problema não linear! 
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Exemplo  
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O Dual Lagrangeano é um problema não linear! 
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 Graficamente – PLI (𝑢 = 4/3) 
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 Fixando  𝑢 = 4/3, e resolvendo PLI(u)  

 Do Solver podemos ver que a restrição relaxada não é verificada! 

 Haverá algum valor para  𝑢  para o qual a SO de PLI(u) seja a SO de PLI? 

 E se tivéssemos relaxado a 2ª restrição em vez  da 1ª? 
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Exemplo  

Solver... 
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 Dado um PLI de minimização:  

 
 

 Uma relaxação de PLI é o problema:  
 

 Se juntarmos as restrições “complicadas” à FO considerando multiplicadores 

obtemos, para   u=(u1,…,um)   fixo, o problema:  

PLI(u): 

 

    XMinuz  xAxbuxc :

 XMinz  xxc :

 PLI(u) é uma relaxação de PLI – Relaxação Lagrangeana  

 u é o vector de multiplicadores de Lagrange – variáveis duais! 
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Relaxações  

 n
XMinz Zx,bAxxc  :

exemplo1_com norma.xlsx
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 bAxx  :XX

 Axbuxc 

0u 
0Axb 

 PLI(u) é uma relaxação de PLI, pois: 

xc

Teor.: Fraco da Dualidade Lagrangeana:  𝑧 𝐮 ≤ 𝑧, ∀𝐮 ≥ 𝟎 

 Pretendemos obter o máximo valor de  𝑧(𝐮), resolvendo o Dual Lagrangeano: 

  0uumax  :zw
DL

E se:  

Restrições Relaxadas  “”  ou  “=“  ?  
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OTIMIZAÇÃO INTEIRA 

Relaxações  
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 Dualidade Lagrangeana – se podemos obter apenas minorantes 

com o problema dual (de difícil resolução!) – com a Dualidade 

Lagrangeana podemos reforçar tais limites! 

 Árvore geradora mínima (SST) com restrições (capacidade ou grau) 

 SST  

 com restrições relaxadas penalizadas e juntas à F.O.! 
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Relaxações  
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Teor.:  Forte da Dualidade Lagrangeana: Se  𝐮 ≥ 𝟎, 

i. 𝐱   é  S.O. de  PLI 𝐮   e 

ii. 𝐛 − 𝐀𝐱 ≤ 𝟎   (SPA)   e 

iii. 𝐮 𝐛 − 𝐀𝐱 = 𝟎    (complementaridade)  

então,   𝐱    é S.O. De  PLI. 

 Prova: ... 
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Relaxações  
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Teor.:  Forte da Dualidade Lagrangeana: Se              , 

i.      é S.O. de PLI(   )  e 

ii.                           (SPA)  e 

iii. (complementaridade) 

então,        é S.O. de PLI. 

x~

  0x~Abu~ 

0x~Ab 

x~

0u~ 

u~

 Prova: 
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OTIMIZAÇÃO INTEIRA  

 Relaxações 

      x~Abu~x~cu~umax
0u




zzw
DL (iii)

 x~c
*

x~
z

PLI deSA  é  (ii)


Sendo relaxação,  *
DL

*
DL zwzw 
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OTIMIZAÇÃO INTEIRA        
Relaxações 

 n
XMinz Zx,bAxxc  :PLI 

PLI (u) 

        XMinz  xTxtyDxdvAxbuxcy,v,u :--

 nX,,,Minz ZxtTxdDxbAxxc  :PLI 

PLI (u) 

z(u)z 

DL 

wDLz 

  livre;;:,,zmaxwDL y0v0uyvu DL 

 0 = 0 

47 

    XMinuz  xAxbuxc :

  u
0u

zmaxwDL



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        XMinz  xTxtyDxdvAxbuxcy,v,u :--

 nX,Maxz ZxbAxxc  :PLI 

PLI (u) 

 nX,,,Maxz ZxtTxdDxbAxxc  :PLI 

PLI (u) 

z(u)  z 

DL 
wDL  z 

  livre;;:,,zminwDL y0v0uyvu DL 

 0 

 0 
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OTIMIZAÇÃO INTEIRA 

Relaxações  

    XMaxuz  xAxbuxc :

  u
0u

zminwDL



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 Prova-se que o valor ótimo do Dual Lagrangeano nunca é pior que o 

da relaxação linear: 

𝑧𝑅𝐿 ≤ 𝑤𝐷𝐿 ≤ 𝑧∗ 

 

 Quando um problema goza da propriedade de integralidade o valor 

ótimo do Dual Lagrangeano coincide com o da sua relaxação Linear: 

𝑧𝑅𝐿 = 𝑤𝐷𝐿 ≤ 𝑧∗ 

 

 Como obter “bons” multiplicadores de Lagrange? 

𝐮 =? 
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 Relaxações 
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 Resolver o Dual Lagrangeano de um PLI – Problema Não Linear! 

 A Função Dual,  𝑧(𝐮), é: 

Linear por troços e côncava 

 Se, ao fixar  𝐮 = 𝐮  

 𝑧 𝐮   tiver SO única,  𝐱  

 ⟹  𝑧 𝐮   é diferenciável com gradiente 𝐛 − 𝐀𝐱    

Ex.: 𝑧 u = Min 𝑥1 1−𝑢 +𝑥2 𝑢 −2
𝐱∈𝑿                                         

 

 

𝑢 < 1 ⟹ 𝐱 = 0,2  

gradiente:   −𝑥1 + 𝑥2 = 𝐛 − 𝐀𝐱   em 𝐱 = 0,2  declive de 𝑧(𝐮)! 
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Exemplo 

. . . 
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1. Escrever a Relaxação Lagrangeana dos seguintes PLI, relaxando as restrições 

assinaladas com (*): 

a) 𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 16𝑥1 + 10𝑥2 + 4𝑥4   b) 𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 3𝑥1 + 2𝑥2 

 

8𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 + 4𝑥4 ≤ 10    (∗)
𝑥1 + 𝑥2                           ≤ 1          
                          𝑥3 + 𝑥4 ≤ 1           

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ∈ 𝓑               

       

2𝑥1 + 5𝑥2 ≥ 3      (∗)

5𝑥1 + 2𝑥2 ≥ 3     ∗
𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8        

𝑥1,  𝑥2∈ ℤ0
+     
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OTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Exercícios  

2. Resolver os problemas relaxados do exercício 1 considerando, em cada alínea, os 

multiplicadores seguintes: 

a) i) 𝑢 = 2;   ii) 𝑢 = 0,5;    iii) 𝑢 = 6;    iv) 𝑢 = 1 

b) i) 𝐮 = 1,1 ;   ii) 𝐮 = 0,1 ;   iii) 𝐮 = 1 ,
1

2
 ;    iv) 𝐮 =

3

8
 ,

3

8
.  
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OTIMIZAÇÃO INTEIRA  

Trabalho 1  

a) Considerando  𝐮 = (4,6)  defina e resolva a relaxação Lagrangeana do problema, relaxando 

as restrições assinaladas com (*). 

b) Identificar este problema como uma instância de um problema estudado no mestrado, definindo 
as variáveis de forma compatível. 

Considere o seguinte prolema de PLIM 

 


