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Relaxacoes

» Dualidade - obtencdo de minorantes!
» O valor de qualquer SA dual é um minorante para o valor 6timo do PLI

(de minimizagao)
Teor.: Dualidade Fraca: W(U) < z(x), Vx e X, VueU

Teor.: Dualidade Forte:

dado um par de problemas duais, se um tem SO, entdo o outro -
também tem e os valores éptimos dos dois problemas coincidem W™ = Z
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» Retome-se o PLI

Min z=x; —2x,

[ 0
T =

X1 +2Xp <5

X <3 X Xe X

X1, X9 € Za— V
> Define-se a fung¢do Dual Lagrangeana como sendo:
PLI(u): z(w) = Mei)r(l{xl — 2%, +u(0 —x; + x3)} =
X

= IJ\C/[Ei)T(l{xl(l —u) + x,(=2 +u)}
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. A
¢ Graficamente X2

Min{x; (1 —u) + x,(—2 + w)}
X€EX
X1+ 2x, <5
X =<X <3
X1,%y € L§
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¢ Graficamente

I)\(/[Ei}(l{ﬁ(l —u) +x(-2 +w)}

X1 +2x, £5

X = X1 Sg
X1, %y € L§

uSl [P )?:(0,2)

zw)=x;(1—u) +x,(—24+u) =
=01—-w)+2(-2+u) =
=2u—4

u=2 e )’Z=(3,0)
zow)=x 1 —u)+x,(—2+u) =
=31-uw)+0(-2+u) =
=3-3u

SIMULACAO E OTIMIZACAO (MODEE) - 2017/18

OTIMIZAGAO INTEIRA

» Funcao Dual Lagrangeana

2u-4 se O<ux<1i

u-3 se 1§u§ﬁ
3

N
—
[y
N—
Il
N

1-2u se —<u<?

w

3-3u se ux=2
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2u-4

v

3-3u
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» Funcao Dual Lagrangeana A
z(uy-»
2u-4 se 0<u<i oud
u-
u-3 se 1£u§ﬂ 0 143 2
o 3 | u »
Z(U)— 4 ; »
1-2u se —<u<2 PRI S
3 ) /
3-3u  se ux2 Y
1-2u
Bl
3-3u
-4 |

37

~ SB0
OTIMIZACAO INTEIRA scrooL oF
Exemplo
» Funcao Dual Lagrangeana A
Z(u)-»
2u-4 se 0<u<l
4 2u-4
Z(u): 4 I »
1-2u se —<u<2 ...\ /.
3 -1
3-3u se u22 ol
i /
1-2u
wp=max {z(u)} e = 4/3 Y T
u>0 3-3u
5 * < * -4 |
WoL =73 = %R =7 -l
O Dual Lagrangeano é um problema nao linear!
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Exemplo
» Graficamente - PLI (u = 4/3)
- . 1 2
Z(4/3)=Min —=x, —=X
( ) 3717372
Xg +2X%9 <5
X <3

"
X1+ Xy eZO
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Exemplo
> Graficamente — PLI(u)

- . 1 2
Z(4/3)=Min —3M3%

{ X) +2X5 <5
1 X1 <3

N
X1'X2€Z0

X=(1;2) e Xx=(3;1)

’z‘(4/3)=—§—
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Exemplo

» Fixando u = 4/3, e resolvendo PLI(u)

xeX

2(0)= Min{x1—2x2+g(—x1+x2)}

i:

7(413)= Solver...

» Do Solver podemos ver que a restricao relaxada nao é verificada!
» Havera algum valor para u para o qual a SO de PLI(u) seja a SO de PLI?

> E se tivéssemos relaxado a 22 restricdo em vez da 127
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Relaxacoes

> Dado um PLI de minimizacdo: 7 = Min{cx:sz b,xeXc Zn}

> Uma relaxacdo de PLI é o problema: ~ Z' = Min {CX: Xe X}

» Se juntarmos as restricoes “complicadas” a FO considerando multiplicadores

obtemos, para u=(u,,...,u,) fixo, o problema:

PLI(u): z(u)=Min{cx+u(b—Ax):xe X}

» PLI(u) € uma relaxagao de PLI - Relaxacdo Lagrangeana

» U é o vector de multiplicadores de Lagrange - variaveis duais!
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Relaxacoes

» PLI(u) é uma relaxacao de PLI, pois:
X o{xeX:Ax>b}

cx+u(b—Ax) < cx
9
uz0 ph_Ax<o0
Teor.: Fraco da Dualidade Lagrangeana: z(u) < z, Vu =0

> Pretendemos obter o maximo valor de z(u), resolvendo o Dual Lagrangeano:

Wy, =max{z(u):u>0}

E se:
Restricbes Relaxadas “>" ou “=* ?
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Relaxacoes

» Dualidade Lagrangeana — se podemos obter apenas minorantes

com o problema dual (de dificil resolucdo!) — com a Dualidade

Lagrangeana podemos reforcar tais limites!

> Arvore geradora minima (SST) com restri¢des (capacidade ou grau)
» SST

» com restricOes relaxadas penalizadas e juntas a F.o.!
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Relaxacoes

Teor.: Forte da Dualidade Lagrangeana: Se i = 0,

i X é S.0.de PLI(U) e

ii. b—AX<0 (SPA) e

iii, U(b — AX) = 0 (complementaridade)
entdo, X €S.0.De PLL

Prova: ...
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Teor.: Forte da Dualidade Lagrangeana: Se ] > 0,
i, X é5.0.dePLI(L) e
i. b—AX<0 (sPA) e

iii. (complementaridade) a(b—A;():O

entdo, X é5.0.de PLI.

Prova:

Wp, = ng({z(u)}z 2(0)=cxX + G(b—A’?)(i:“) iz ¢sAdepLI

* *
Sendo relaxagdo, WpL<Z = Wp =2
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Z=Min{CXXeXan>

PLI(u) z(u)=Min{cx+u(b—Ax):xe X}

zZ(u)<z

DL WpL = max{z(u)}
u=0 Wy, <7

PLI z:Min{cx[Abe,std,TX:tJXGXan}

PLI (u) z(u,v,y)=Min{cx+u(b—Ax)+y Xe X}
DL wp, =max{z(u,v,y):ux=0 ’\
20

=0
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Relaxacoes

PLI Z=MaX{CX,X€Xan}

PLIW) 2z(u)=Max{cx+ulb—Ax]:xe X}

DL WpL = TZ'Q{Z(U)} >0

zZ(u) >z

Wp 22

PLI z:Max{cx[Axsb,szd,Tx:t}XExgz“}
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RelaxagGes

» Prova-se que o valor 6timo do Dual Lagrangeano nunca é pior que o
da relaxacao linear:

*
Zp, S WpL <z

» Quando um problema goza da propriedade de integralidade o valor
6timo do Dual Lagrangeano coincide com o da sua relaxacao Linear:

_ *
Zgr1, = Wpy, <z

» Como obter “bons” multiplicadores de Lagrange?

u="2
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» Resolver o Dual Lagrangeano de um PLI - Problema N&o Linear!

» A Funcao Dual, z(u), é: ﬁ»
> Linear por trogos e concava

> Se, ao fixar u = U 0 : 4?’ 2 u,
> z(T) tiver SO Unica, X Y

= z(1) é diferenciavel com gradiente b — AX

Min {x; (1-%)+x, (T—2)}
xXeX

-4
<1 /2u-4

gradiente: —x; +x, = b — Ax em X = (0,2) declive de z(u)!

Ex: z(Q) =
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Exercicios

1. Escrever a Relaxagdo Lagrangeana dos seguintes PLI, relaxando as restri¢es

assinaladas com (*):

a)Max Z = 16x1 + 10x, + 4x, b) Min Z = 3x1 + 2x,
8x1 + ZXZ + X3 + 4X4, <10 (*) ZX1 + SXZ >3 (*)
X1 + xo <1 5x; +2x, =3 (%)
x3+x4 <1 x1+2x, <8
X1,X2,%3,X4 €B X1, X, € L

2. Resolver os problemas relaxados do exercicio 1 considerando, em cada alinea, os
multiplicadores seguintes:
a) Ju=2; ii)u=205; iiu=6; vyju=1

b) iu=(1,1); ii)u=(0,1); iii)u=(1,§); iv)u:(g, g)
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Trabalho 1

Considere o seguinte prolema de PLIM
Min 8x;1 + 7Xpq +4X%op + X31 +3%3p + 36y +12Yy, +36Yy3
X1 +%1+%3126 (%)
X2 +Xpp + X326 (*)
X1+ X <12y;
X1+ X2 <12y,

X371+ X32 < 12y3

Yi€10,1}; 0<x; <6 =123 j=12

a) Considerando u = (4,6) defina e resolva a relaxacao Lagrangeana do problema, relaxando
as restricoes assinaladas com (*).

b) Identificar este problema como uma instancia de um problema estudado no mestrado, definindo
as varidveis de forma compativel.
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